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Un anneau de Prtifer 
JEAN-LUC CHABERT 
Let A be a Dedckind domain with linite residue fields. The ring B of integral 
valued polynomials with respect to A is a two-dimensional Prufer domain. We 
study the linitely generated ideals S in B and show that they can be generated by 
two elements. If A is semilocal, the lirst generator can be an arbitrarily specified 
nonzero clement of ,7. ( 19x7 Acadcmlc Prcra. Inc 
1. INTRODUCTION 
Now dtveloppons I’etude des polynomes a valeurs entieres entreprise en 
1971 163. Nous nous interessons particulierement ici a la question du nom- 
bre minimum de gtnerateurs des idtaux de type fini de cet anneau lorsque 
celui-ci est de Priifer. 
A l’origine il s’agit de l’anneau B des polynomes a coefficients rationnels 
prenant des valeurs entieres sur les entiers: B = {P E Q[X] 1 P(Z) c Z}. 11 
est classique que, en tant que Z-module, B est libre et admet la base formte 
des polynbmes (:)=(X(X- 1).,.(X-n+ l))/n!. Gilmer et Smith [7] ont 
montre que tout ideal de type fini de B pouvait etre engendre par deux 
elements. 
Cet anneau B, construit “de facon naturelle” a partir de l’anneau prin- 
cipal Z, n’est pas noetherien: par exemple, l’ideal 3 forme des polynbmes 
de B dont le terme constant est pair n’est pas de type fini. Sinon, il 
existerait un entier d>O denominateur commun des elements de 3 c’est d 
dire tel que d3 soit inclus dans Z[X]. Ecrivant un tel entier d sous la forme 
2’r oti e est impair, pour Q E Z[X], on aurait Q(2” ‘) - Q(O) E 2’+ ‘Z et, 
pour P = Q/de (l/d) Z[X], on aurait P(2’ + ‘) - P(0) E 22. Or, ($ ,) appar- 
tient a 3 puisque ( 2,‘! ,) = 0 tandis que ($1:) = 1 n’appartient pas a 22; on 
aurait une contradiction. 
I1 s’agit d’un exemple relativement nature1 et nouveau d’anneau non 
noethtrien susceptible de fournir des contre-exemples a diverses questions. 
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C’est pourquoi il est interessant d’etudier cett notion d’anneau de 
polyn8mes a valeurs entieres dans une situation plus gtntrale: 
1. I. Notations 
Soit A un anneau integre de corps des fractions K. Soit B l’anneau des 
polynomes a valeurs entieres sur A c’est a dire: 
B= {PEK[X] (P(A)cA}. 
Nous nous interesserons tout d’abord au cas oti A est un anneau de 
valuation discrete de corps residue1 lini. Nous rappellerons des resultats 
deja obtenus [6] et en particulier que B est un anneau de Priifer (sect. 2). 
Nous etudierons alors le nombre minimum de gtnirateurs des idtaux de 
type fini de B (sect. 3), ce faisant nous verrons le lien avec le groupe de 
Picard de B (sect. 4) dont l’ttude a ete abordee par Cahen [4] et avec la 
notion de fraction rationnelle a valeurs entieres (sect. 5). 
Nous Ctablirons ensuite a quelles conditions portant sur l’anneau A l’an- 
neau B est encore de Priifer (sect. 6). Enlin, nous montrerons dans ce cas 
que les ideaux de type fini de B peuvent &tre engendres par deux elements 
et que l’un des deux generateurs peut etre choisi arbitrairement lorsque A 
est semi-local (sect. 7). 
2. L'ANNEAU DE PROOFER: RAPPELS ET CONTRE-EXEMPLES 
2.1. Notations (hypotheses et notations valables pour les paragraphes 2, 3, 4, 
et 5) 
L’anneau A est celui d’une valuation discrete v de corps residue1 fini. 
Notons m l’idtal maximal de A, IjT, A^, k les completes de m, A, K pour la 
topologie m-adique, ti le prolongement de v a I?. Designons par t une 
uniformisante de A. 
2.2 PROPOSITION [IS]. Avec les hypotheses et notations 2.1, les ideaux 
premiers non nuls de B sont: 
(i) les ideaux ‘@o = QK[X] n B oti Q est un polyndme irreductible de 
K[X] (defini a une constante multiplicative pres), ils sont de hauteur 1; 
(ii) les ideaux m, = ( PE B 1 P(x) E &it) oti x est un element de A, ils 
sont maximaux et distincts. 
L’idtal ‘$Ip est contenu dans I’ideal m., si et seulement si Q(x) = 0. Enfin, 
les localises correspondants sont: 
(i) l’anneau K[X],o, de la valuation Q-adique de K[X]; 
(ii) l’anneau V.,.= {RE K(X) ( R(x)EA^}. 
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On notera que V, est l’anneau de la valuation ZI, de K(X) suivante: 
(a) si x est transcendant sur K, u, est de hauteur 1 et v,(R) = li(R(x)) 
pour tout R E K(X); 
(b) si x est algebrique sur K, u, est de hauteur 2 a valeurs dans le 
produit lexicographique Z x Z et v,(R) = (n, t:(R,(x))) oti R = (X-x)” R,, 
n E Z, R, E I?(X) et R,(x) est delini et non nul. 
11 en rtsulte: 
2.3. PROPOSITION [6]. L’anneau B des polynames a valeurs entieres sur 
l’anneau A d’une valuation discrete de corps residue1 ,fi:ni est un anneau de 
Priifer de dimension 2. En outre, cet anneau est intersection d’anneaux de 
valuation de hauteur 1 si et seulement si i’extension K/K est transcendante. 
Rappelons aussi que l’anneau B est completement integralement clos (la 
verification est presque immediate). Ainsi: 
2.4. PROPOSITION [6]. L’anneau B est compktement integralement clos 
et possede des 1ocalisPs qui ne le sont pas. 
Les localises non completement integralement clos sont les anneaux de 
valuation V, ou x est algtbrique sur K, puisqu’ils sont de hauteur 2. Le 
contre-exemple classique est l’anneau des fonctions entieres (Bourbaki 
[2, V]). Ce dernier anneau ttant de dimension infinie, on pouvait se 
demander s’il existait un contre-exemple de dimension finie. 
2.5. PROPOSITION [6]. Lorsque, par exemple K est un corps local, comme 
QP ou F,(( T)), l’anneau B est un exemple d’anneau completement 
integralement clos qui nest pas intersection d’anneaux de valuation de 
hauteur 1. 
On se souvient de la question de Krull [ 121: est-ce que tout anneau 
completement inttgralement clos est intersection d’anneaux de valuation de 
hauteur I? Nakayama [ 141 y a rtpondu par la negative a l’aide d’un exem- 
ple repris et simplifie par Ohm [ 151 en utilisant des methodes de Jaffard 
[ 111 permettant de construire un anneau A ayant un groupe de divisibilitt 
K*/U(A) donne. Cet exemple a la construction delicate est un exemple 
d’anneau qui n’est contenu dans aucun anneau de valuation de hauteur 1, 
done dans aucun anneau de valuation de hauteur tinie. Ceci a conduit 
Heinzer [S] a demander: est-ce que tout anneau de Priifer de dimension 
tinie completement inttgralement clos est intersection d’anneaux de 
valuation de hauteur l? 
Dans le cas ou A = Z,, l’anneau B, dont d’ailleurs les (X) constituent une 
base en tant que Z,-module, est un anneau de Prufer, de dimension 2, 
completement integralement clos et non intersection d’anneaux de 
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valuation de hauteur 1. II apporte done une rkponse nkgative i la question 
de Heinzer, rtponse fournie aussi par un contre-exemple de Sheldon [16] 
construit lui encore par la mkthode de Jaffard. 
Mais venons-en 1 notre propos concernant le nombre minimum de 
gknkrateurs des idkaux de type fini de B. 
3. LE NOMBRE MINIMUM DE GkNkRATEURS DES IDkAUX DE TYPE FIN1 
RCcemment Gilmer et Smith [7] ont abordt cette ktude dans le cas par- 
ticulier oti A = Z. Nous allons utiliser nos mkthodes et nos rtsultats 
anttrieurs pour obtenir des tnoncks plus p&is dans un cadre plus gCnkra1. 
Conservons les hypothkses et notations 2.1; nous ktendrons les rksultats 
obtenus ultkrieurement. 
On sait d’aprtis Heitmann [9] que les idkaux de type fini d’un anneau de 
Priifer de dimension n peuvent &re engendrts par n + 1 tltments. Ici, les 
idkaux de type fini de B peuvent done &tre engendrtts par 3 ClCments. Peut- 
on amkliorer cette borne? Tout d’abord, se peut-il que tous les idkaux de 
type lini de B soient principaux c’est h dire que l’anneau B soit de Bezout? 
3. I. PROPOSITION. L’anneau B n’est pas de Bezout. 
Dbmonstration. L’idial 3 = (t, X) de B n’est pas principal. En effet, si D 
engendrait 3, on aurait: D = tU + XV, d’oti D(0) E tA, mais aussi t = DW et 
X=DZ,d’otidoD=O,D=tuo1‘1a~A-~O),X=taZ,dOZ=l,Z=hX+c, 
1 = rah, h = l/ta. Or, Z E B, d’oti h = Z( 1 ) - Z(0) E A. On aurait une con- 
tradiction. 
Se peut-il que tous les idttaux de type fini de B soient engendrts par 2 
kkments? Commenqons par introduire deux notations et deux propositions 
auxiliaires. 
3.2. Notations. Pour tout idkal a de 2, notons I;(a) l’entier k tel que 
a = litk. Pour tout id&al 3 de B et pour tout tlkment x de A^, notons 3(x) 
l’idkal {P(X) 1 PE 3 1 de 2. 
Ainsi, lorsque .Y n’est pas racine de l’idtal 3 c’est d dire lorsque 
3(x) # (0), 6(3(-u)) dksigne la borne infkrieure des zi(P(x)) lorsque P 
dtcrit 3. 
3.3. PROPOSITION. Soit 3 un id&al d e t ype,fi:ni de B n’ayant pas de ravine 
dans A^. II existe un polyzcime L, de 3 tel que 6(3(x)) = zj(L,(x)) pour tout 
XE A”. 
Dhmonstration. On rappelle que l’espace a Ctant la limite projective des 
quotients finis A/m” est compact et totalement discontinu. Soit 
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N=SupyEi tY(Z(x)), N est lini A cause de la compaciti: de A et des 
hypothkses sur S. Soient P, ,..., P, des gtnkrateurs de l’idkal 3. On a: 
G(3(.~))=Inf,.,~, ti(Pi(.u)). Considtrons la partition de 2 suivante: 
u, = {J-E A 1 ti(P,(?‘))=ti(3(.r))), 
U,={~EA-U,u ... uU, , 1 t;(Pr(y))=6(3(~~))). 
L’espace A &ant totalement discontinu, les U, sont des ouverts et leurs 
fonctions caractkristiques fr sont continues. Or: 
3.4. LEMME [I]. L’unnruu B est dense duns l’anneuu ~?(a, a) des 
jonctions continues de A duns A^ muni de la topologie de lu convergence 
un~forme. 
Soient done, pour 1 6 id k, des po1ynBmes V, E B tels que 
i’( V,(s) -,f;(.u)) > N pour tout .Y E a. Considkrons le polyn8me 
I!. = V, P, + ... + V, P,. D’une part L appartient A 5, d’autre part: 
f. = Cf= , ( V, -.f;) P, + Cf= , ,f; P,; ainsi, pour .Y E U,, on a 
L(s) = i: (V,(x) -,f;(x)) P,(x) + P,(x) et 
,=I 
d(L(x)) = zyP,(x)) = t:(S(x)) 
puisque N 3 iY( P,(X)). 
3.5. PROPOSITION. Soit 3 un id&l de type fini de B tel que 3 n A # (0). 
L’idhl3 est engendri par deux &men& l’un d’eux pouvunt gtre un Plement 
non nul quelconque de 3 n A. 
Dkmonstrution. Soit a un Clement non nul de S n A et soit L, le 
polyn8me de la proposition 3.3 associk d 3. Considttrons l’idkal 3 = (a, L,) 
de B. Pour montrer que 3 = 3, nous allons montrer l’kgalitt des localists 
en tous les idtaux maximaux de B. D’aprks la proposition 2.2, ce sont d’une 
part les idCaux nt, oti XE A, d’autre part les idkaux ‘$Ja oii Q est un 
polynbme irrtductible de K[X] saris racine dans A. Or, pour tout XE a, 
3,,,, = (L, B),:,, = z,,,, d’aprk ie choix de L, et, pour tout polyn6me Q saris 
racine dans A, 3%,= B,, = &,Q puisque a n’appartient pas A VP. 
Passons maintenant au cas gtntral: 
3.6. TH~OR~ME. Lorsyue A est un unneau de valuation discrgte de corps 
rPsiduel,fini, tout id&al de type jini de B est engendrk par deux Pkments. En 
outre I’un d’eux peut t;tre un dlkment non nul arbitruire. 
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On reconnait la une propriete classique des ideaux d’un anneau de 
Dedekind. L’anneau B est un “1; generator Priifer domain” selon la 
terminologie de Heitmann et Levy [lo]. 
Demonstration. Soit 3 un ideal non nul de type lini de B. Soit P un 
polynbme non nul quelconque de 3. 
Premier cas: 3 n A # (0). On sait d’apres la proposition 3.5 que 3 peut 
etre engendre par 2 elements, il s’agit de montrer que P peut etre l’un des 
deux gentrateurs. Soit L, un polyncime associt a 3 selon la proposition 3.3. 
On remarque que, si n > ~(3 n A ), alors L, + t” verilie la m&me propriete 
que L,, en effet: pour tout xEa, C(L-Jx)) = C(~(X)) dv(3n A) <n et 
I?( L,(x) + 2”) = ti( L,(x)) = d(J(x)). Ainsi, quitte a remplacer L, par L, + t” 
avec un n convenable, on peut supposer que P et L, sont etrangers dans 
K[X]. 11 existe alors CJ et V dans K[X] tels que UP + VL, = 1. Soit 
c E A - { 0) tel que cU et cV appartiennent a B; on a: (cU) P + (cV) L, = c, 
par suite c appartient a l’ideal engendre par P et L, dans B. 11 en resulte les 
inclusions: (c, L,) c (P, L,) c 3. La proprositions 3.5 dit qu’il y a egalite 
entre les termes extremes et done aussi entre ZI et (P, L,). 
Deuxieme cas: cas general. Soit D un generateur de l’idtal 3K[X] de 
K[X], alors 3/D est inclus dans K[X]. Soit SEA - (0) tel que 3 = (d/D)3 
soit inclus dans B. Alors 3 n A est non nul, sinon 3 serait un ideal propre 
de K[X]. Soit S= (d/D) PEG. D’apres le cas precedent, il existe un 
polynome L, associe a 3 et etranger a S, done tel que 3 = (S, L3), d’ou: 
3 = (D/d) 3 = (P, (D/d) L3). 
4. LES IDBAUX PREMIERS ET LE GROUPE DE PICARD 
Nous venons de voir que l’anneau B verilie une proprietl intermtdiaire 
entre la propriett de Bezout et le fait que tout ideal de type fini puisse &tre 
engendre par deux elements. Regardons quels sont les ideaux premiers de B 
qui peuvent faire obstruction a la propriete de Bezout c’est a dire ceux qui 
sont de type fini et qui ne sont pas principaux. 
4.1. PROPOSITION. Les idPaux premiers non nuls de B qui sont de type 
fini sont les idkaux premiers de la forme ‘$JQ qui sont maximaux c’est ri dire 
ceux correspondants aux polyn6mes irrPductihles Q saris racine dans A^. 
DPmonstration. Les ideaux maximaux de la forme m, ne sont jamais de 
type fini. En effet, supposons que m, soit de type fmi, engendrt par 
Q, ,..., Qk. Par raison de continuite il existerait a dans A distinct de x mais 
assez proche de x pour la topologie m-adique pour que Qi(a)- QJx) 
appartienne a fi pour 1 ,< id k. Ainsi, les Q, appartiendraient a l’ideal nt, et 
m, serait contenu dans m,, done tgal a m,. Ceci est contraire au fait que 
tous les ideaux m, soient distincts. 
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11 y a aussi les idCaux premiers de hauteur 1 de la forme $JJQ, L’idtal ‘gQ 
est de type fmi si et seulement si il est maximal. En effet, si $J.JQ n’est pas 
maximal, il est contenu dans un id&al m.,, par suite Q(x) = 0 et 
vpp + fi = m,, l’idkal (uB ne peut &tre de type fini puisque m,Y ne Vest pas. 
Par contre, si ‘$JQ est maximal, Q n’a pas de racine dans 2. Choisissons 
Q de faqon qu’il appartienne A B. Considtrons le polyn6me V, de la 
proposition 4.2 ci-dessous tel que L, = Q V, vttrifie La( A ) c A - m. L’idttal 
S = (Q, QVp) de B n’est autre que l’idkal $Je. En effet, tout comme $qp, 5 
n’est contenu dans aucun idial nt ~ d’aprks le choix de V,, dans aucun idkal 
‘qUR od R n’est pas proportionnel A Q; par contre, il est contenu dans ‘$JQ et 
on a: 
P(A[X]),,Cx, c 3,, c (‘$a)s, = PK[X],,,, d’oti l’kgalitt: entre S,, et 
(%hQ et linalement entre 3 et ‘pe. 
On remarquera que le polyn6me L, = QVo n’est autre qu’un polyn6me 
associk i l’idtal ‘JJe selon la proposition 3.3, mais on ne pouvait l’utiliser ici 
a priori car on ne savait pas encore que ‘Pa ttait de type fini. 
4.2. PROPOSITION. Si Q est un p$w6me saris racine dans a, il existe un 
polyncime V, E K[X] tel que le polyncime L, = QV, vPrifie L,(A) c A - 111. 
DPmonstration. Pour tout nE Z, considtrons le sous-ensemble de A 
suivant: U,, = {X E A^ 1 tY(Q(-u)) = H}. Comme Q n’a pas de racine dans a, 
c’est une partition de a. Comme Q est une fonction continue de a dans k, 
les Ii,, sont des ouverts. Comme a est compact, cette partition est tinie 
(,n,, < n < n, ). Comme 2 est totalement discontinu, la fonction ,f de A dans 
K dttlinie par ,f(x) = t ‘I pour XE U,, est continue. Comme K[X] est dense 
dans &(A^, k) muni de la topologie de la convergence uniforme, il existe un 
polyn6me V, E K[,‘f] tel que fi( VU(x) -f(x)) > -n, pour tout .YE a, d’oti: 
ti( V,(x)) = -n pour tout x E U,,. Par suite, le polyn6me L, = Q V, vkrifie 
ti( L,(x)) = 0 pour tout .X E A. 
4.3. COMPLIMENT A la proposition 4.1. Soit Q un polyn8me irriductible 
de K[X] normalisi: par: Q E B et Q/t 4 B. L’idtal $jJvo est principal si et 
seulement si Q( A ) c A - m. 
Dhmonstration. Supposons que Q(A) soit inclus dans A - 111. Soit 
QR = SE‘~.J~. Pour tout a6 A, on a: S(a)E A et Q(a)E A -no, done 
R(a) E A c’est li dire R E B. Inversement, supposons qu’il existe a dans A tel 
que Q(a) appartienne B tn. Soient a, ,..., a, , dans A tels que a, a, ,..., ay , 
forment un systtme de reprksentants de A modulo m. Considitrons S= QR 
oti R=(l/t)(X-a,)...(X-a, ,). On a: S(A)cA, d’oti SE$$~,, alors que 
R rf B. 
11 y a effectivement des idkaux premiers de type fini qui ne sont pas 
principaux: 
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4.4. EXEMPLE (Cahen [4]). Les idkaux premiers du type GJJo oli 
Q = X” + f (n 3 2) sont de type Iini et ne sont pas principaux. 
En effet, le polyn8me Q = X” + t est irrtductible: par cxemple d’apr& lc 
critkre d’Eisenstein. Le polynBme Q est normalis&: Q/t n’appartient pas g B 
puisque Q( 1 )/f = 1 + l/r n’appartient pas j A. Le polyrkme Q n’a pas de 
racine dans A^: si s Ctait une racine, on aurait X” + t =O, d’o; 
nc(.u) = r?(r) = 1, 6(X) = l/n contrairement au fait que 21 et t: ont le m&me 
groupe des valeurs. L’idCal ‘J.JQ n’est pas principal: Q(O) = t appartient g m. 
11 est facile de construire un polyname V, associk B cet idkal $JJc, selon la 
proposition 4.2: soient a, ,..., a, , des ilkments de A tels que 0, a, ,..., a<, , 
forment un systkme de reprtsentants de A modulo m, alors 
V, = (l/t) n:/= ,’ [(X-cI,)” + r] r&pond i la question. 
Nous sommes done en prksence d’une obstruction au fait que l’anneau B 
soit de Bezout: des idtaux premiers de type lini qui ne sont pas principaux. 
Deux voies sont alors possibles: soit tttudier cette obstruction, soit la faire 
disparaitre. Nous allons nous engager successivement dans ces deux voies, 
la premikre nous conduira au groupe de Picard de B, la deuxikme i la 
considtkation des fractions rationnelles i valeurs entiires. 
Le groupe de Picard d’un anneau int&gre est le quotient du groupe de ses 
idtaux fractionnaires inversibles par le sous-groupe des idtaux fraction- 
naires principaux. Ici, l’anneau B itant de Priifer, les idtaux inversibles 
sont aussi les idtaux de type lini. 
4.5. PROPOSITION (Cahen 141). LL’ groupe tie Picad Pic( B) de B est 
engendrt~ par 1~s thzs.st~s des i&au.u premiers thi rJ)pe ‘PVC, qui sonf masimau.u. 
Dhonstru~ion. Nous donnons ici une dkmonstration utilisant nos 
rtsultats du paragraphe prtckdent. Soit ,7 un id&al fractionnaire non nul de 
type fini de B. Soit R E K(X) tel que 3 = R3 oli 3 est un id&al de type fini 
de B tel que S n A # (0). D’apris la proposition 3.5, 3 = (L,, u) oti u est un 
kltment non nul quelconque de 3 n A. Le polyn6me L, se d&compose sous 
la forme Q’;’ . Q;,“ oti les Q, sont des polynames irrkductibles de K[X] 
saris racine dans A. 
Posons 6 = ZFjJ;, . . $JJ’;;$. Pour tout .xE A^, C(L,(x)) = ti(3(x)) par con- 
struction de L, et d(J(x))= 17($(x)) puisque les idCaux ‘pufl sont 
maximaux, done (L, B),,,> T &,,, \. Par ailleurs, pour tout polyn6me irrtduc- 
tible Q saris racine dans A, distinct de Q, ,..., Q,, on a: (L, B).kl, = B,, = 
8 .,tU, alors que, pour i = I ,..., s, on a: (L, B),, 7 $$, B,, = !&\, puisque ,7 
n’est contenu dans aucun id&al du type ‘JJQ. Amsi, L, B = 6 = r’7P$, P’;\ 
c’est i dire, pour les classes d’idtaux, en notation additive: 
3+ i n,sj3c,,=0 oti les n, sont des entiers naturels 
,= I 
Or, 3 = 5. 
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La juxtaposition des propositions 3.1 et 4.5 impose bien l’existence 
d’idkaux premiers de type lini et non principaux, comme ceux de l’exem- 
pie 4.4. Prttcisons les relations entre les gCnCrateurs ‘q, du groupe Pic( B). 
4.6. PROPOSITION. La relation I;= , n, s@,, = 0 oLi 1e.s n, sont 30 u lieu 
c’est Li dire l’idkal 3 = $J$, ” . ‘J.3,l> est principal si et seulemrnt si 161 pol~wcinic 
0’ = QI,U . Q;> tlkr[fit> I)( U(u)) est umstunt lorsqw (I &bit A. Et alors, si 
r(U(u))=n, 3=1 “CJB. 
CommenCons par un lemme: 
4.7. LEMME. Soient Q, ,..., Q., des polyn6mes irrkductihles duns K[X] rt 
suns racine duns A^. Alors: $J$, . . . ‘JJl;;$ = B n Q’,‘l . . . Q;> K[X]. 
Dkmonstration. Tout d’abord: Q’;’ Q’,‘> K[ X] = n,;= , Q;,K[ X], d’oh: 
En Q’,“.. ~Q;~K[X]=n;=, (BnQ:K[X]). Or, BnQytKIX]=$l$,, $lo, 
ttant un idtal maxima1 de B. En outre, n;=, ‘JJ$ = n,‘= , $J’;;,, les Idkaux 
+aQ, ttant itrangers 2 d 2. 
Dkmonstration de la proposition 4.6. Supposons que 3 = ‘v$, . . . ‘$3’l;\ soit 
engendrk par un polynhme V. Alors VK[X] = UK[X] et il existe 
C/E K - { 0 ) tel que U = &‘. Supposons qu’il existe a E A tel que V(a) appar- 
tienne Li m, soient U, ,..., u, , des tkments de A tels que U, U, ,..., ay , 
forment un systkme de reprksentants de A module m et soit 
2 = (l/t)( X - a, ) ... (X- CI,, , ). Alors ZV appartient g B; par ailleurs U 
divise V done ZV et, d’aprks le lemme prkctdent, ZV appartient i 3. Mais 
Z n’appartenant pas d B, V n’engendrerait pas 3. Ainsi, V(A) c A - m et, 
pour tout a E A, t.( U(a)) = v(d) + u( V(a)) = v(d) = constante. 
Rtciproquement, supposons que U vkrilie v( U(a)) = n pour tout (IE A. 
Considttrons V= (I/t”) U, on a V(A) c A - nt. D’aprks le lemme prtctdent, 
3 contient VB. Inversement, soit ZE 3, alors Z = U W oti WE K[X], 
Z=t”VW, Z(u)=t”V(a) W(a) pour tout UEA, done W(a)~(l/t”) A et 
WE (l/t”) B, finalement Z = t”VW E VB c’est g dire 3 c VB. 
4.7. Remarque. Nous avons vu i la fin de la dtmonstration de la 
proposition 4.5 que la classe de tout idCal fractionnaire non nul de type lini 
3 de B vtrilie une formule du type: 3 = -Cc=, n,gQ, avec n,3 0. Cette 
m&me formule appliqute g un idkal maxima1 +pt, donne: 
Va = -IX:=, m,$p,. D’aprh la proposition 4.6, les polyhmes Q, et les 
exposants m, que l’on peut considkrer sont ceux correspondants B une 
d&composition du polynbme V, de la proposition 4.2 puisqu’alors 
L, = Q V, vtrifie LQ(A) c A - m. On a done toujours pour 3 une formule 
du type: 3 = Cr=, qk$QQk oti les qk sont des entiers naturels et les relations 
existant entre les ghtrateurs qol sont celle fournies par la proposition 4.6. 
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4.8. COROLLAIRE (Cahen [4]). Le groupe Pit(B) est sans torsion. 
DPmonstration. Soit 3 = C;=, nigQp, un element du groupe. Supposons 
qu’il existe un entier nature1 n tel que n3 = 0, done tel que CT=, nn,gia, = 0. 
Considerons le polynome U = Q’;l. . . Q’>. D’apres la proposition 4.6, le 
polynome U” veritie u(U”(a)) =constante quand a decrit A, il en est de 
mCme de U et done 5 = 0. 
5. LES FRACTIONS RATIONNELLES zi VALEURS ENTIkRES 
Faisons maintenant disparaitre l’obstruction au fait que l’anneau B soit 
de Bezout, pour cela localisons B par une partie multiplicative T rencon- 
trant tous les ideaux premiers $J3’Pe qui sont de type fini c’est a dire ceux 
pour lesquels Q n’a pas de racine dans A. L’anneau B Ctant integralement 
clos, l’anneau T ‘B le sera aussi et sera done intersection des anneaux de 
valuation qui le contiennent. Compte-tenu de la proposition 2.2 et de ce 
que l’on fait disparaitre les idtaux $j3’Pa maximaux, les seuls anneaux de 
valuation susceptibles de pouvoir contenir T- ‘B seront les anneaux V, ou 
x E A et les anneaux K[X] (o) ou Q a au moins une racine dans a. Remar- 
quant we KCXI,,, est contenu dans V, d&s que Q(x) =O, on voit que 
l’anneau T-‘B contiendra au moins l’intersection suivante: 
5.1. Notation. Soit C l’anneau des fractions rationnelles a valeurs 
entieres sur A c’est a dire C= {REK(X) I R(A)cA}. 
Nous allons voir que l’anneau C convient, mais tout d’abord montrons 
que C est un localise de B. 
5.2. PROPOSITION. L’anneau C = { R E K(X) 1 R( A ) c A ) est le 1ocalisP de 
I’anneau B = {P E K[X] 1 P(A) c A} par la partie multiplicative 
T= {SEK[X] 1 S(A)~A-~TI~. 
Dkmonstration. I1 est clair que T- ‘B est inclus dans C. Reciproquement 
soit RE C, posons R = P/Q ou P et QEK[X] sont Ctrangers. Si Q avait 
une racine dans 2, il existerait une suite (a,,) d’tlements de A tendant vers 
x et v(Q(a,,)) tendrait vers l’intini. Mais P(a,,) = R(a,,) Q(a,) et R(a,,) E A, 
done u(P(a,,)) tendrait aussi vers l’infini, P(x) serait nul et P et Q ne 
seraient pas etrangers. 
On peut done considerer le polynbme V, de la proposition 4.2 tel que 
L, = QV, appartienne g T. On a R = P/Q = PV,/QV,= PV,/L, oti 
L, E T et PV, E B puisque P(a) V,(a) = R(a) L&a) E A pour tout aE A. 
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On notera que la partie multiplicative T de B a bien une intersection non 
vide avec tous les ideaux premiers ‘Pa ou Q n’a pas de racine dans A. En 
effet, le polynome L, = QP’, de la proposition 4.2 appartient a T et est 
multiple de Q dans K[X], done appartient a $JIpp. 
On notera aussi que, si S = A - {0}, alors SP ‘C= T ‘K[X]. En effet, 
S-‘C=S-‘(T-‘B)= T-‘(S-‘B)= T ‘K[X]. 
De la description du spectre de B fournie par la proposition 2.2, on 
deduit facilement celle du spectre de C: 
5.3. PROPOSITION. Les idiaux premiers non nuls de I’anneau C sont: 
(i) les idkaux !NQ = { QR E C 1 R E K(X)} oti “Q est un polyncime 
irrPductihle de K[X] ayant au moins une racine duns A, ils sont de hauteur 1 
et non maximaux; 
(ii) les idkaux VJI, = {R E C 1 R(x) E I?I} oti x E A^, ils sont maximaux et 
de hauteur 1 ou 2 selon que x est transcendant ou non sur K. 
En outre, aucun de ces ideaux !Re et !LNY n’est de type fini et on a: 
C,, = K[X],a, et C,,\ = V,. 
Lorsque K est un corps local, le spectre de C a l’allure suivante: 
hauteur 2 %R7J1, 9R,, ... 
hauteur 1 %, (, 
hauteur 0 
ou a, h,... sont des elements de A. 
5.4. PROPOSITION (Cahen [4]). Si A est un anneau de valuation discrgte 
de corps rksiduel fini, l’anneau C des fractions rationnelles ir valeurs entiPres 
sur A est un anneau de Bezout de dimension 2. 
Dimonstration. Reprenons la demonstration avec nos methodes. Soit 3 
un ideal fractionnaire non nul de type fini de C. Soit R E K(X) tel que 
3 = RX ou J est un ideal de type fini de B tel que 3 n A # (0). Soit L, E 3 
tel que u^(L,(x)) = fi(3(x)) c’est a dire LsB,,,> = :,,,, pour tout XE A^. On a 
done a fortiori (L, CjwI, = (XT),,\ pour tout x E A, d’ou L, C = 3C puisque 
les YJI, sont les seuls ideaux maximaux de C. Finalement J = RX = RL,C 
est principal. 
On notera que pour cette demonstration il suffrt d’avoir la 
proposition 3.3 fournissant le polynome L,. 
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5.5. COROLLAIRE. Si K est un corps local, I’anneau C un anneau de 
Belout de dimension 2, completement integralement clos, non intersection 
d’anneauu de valuation de hauteur 1. 
En effet, comme pour I’anneau B, on virifie facilement que l’anneau C est 
inttgralement clos (respectivement completement integralement clos) si et 
seulement si il en est ainsi de A. Par ailleurs, l’intersection des anneaux de 
valuation de hauteur 1 contenant C c’est a dire l’intersection des anneaux 
Klxl,, u, ou a dtcrit A est l’anneau des fractions rationnelles saris pole 
dans A. 
6. QUAND L'ANNEAU B EST-IL DE PROOFER? 
Revenons aux notations g&&ales 1.1 et regardons s’il est possible de 
generaliser ce qui precede. Pour cela nous allons chercher a quelles con- 
ditions portant sur A l’anneau B est de Priifer. Commencons par rappeler 
deux rtsultats concernant l’anneau B. 
6.1. PROPOSITION [S]. Lorsque A est un anneau de valuation, l’anneau B 
est &gal a A [X] si et seulement si le corps residue1 de A est infini ou si l’idtal 
maximal de A n’est pas principal. 
6.2. PROPOSITION [S]. Soit p un ideal premier de A. L’anneau B, est 
inclus dans l’anneau des polynames a valeurs entieres sur A,. II y a egalith 
lorsque A est noethhrien. 
6.3. PROPOSITION. Si l’anneau B est de Prufer, alors I’anneau A est un 
corps ou un anneau quasi de Dedekind d corps ri.siduels,fini.s. 
On rappelle qu’un anneau est dit quasi de Dedekind si ses localises en les 
ideaux maximaux sont des anneaux de valuation discrete. 
Commencons par un lemme: 
6.4. LEMME. Si 3 est un ideal de B inver.sihle, alors, pour presque tout 
aE A, l’ideal 3(a) de A est inversihle. 
Demonstration. Considerons 5 ’ = {R E K(X) ) R3 c B}. Supposons 3 
inversible c’est a dire tel que 3.3 ’ = B. I1 existe alors P, ,..., P, dans 3 et 
R, ,..., R, dans 3 ’ tels que 1, P,R, = 1. Les fractions rationnelles Ri 
n’ayant qu’un nombre fini de poles, choisissons a dans A non pole des R,. 
Alors: 2, P,(a) R,(a) = 1. Par ailleurs, pour tout i et pour tout PE 3, R, P 
appartient a B, d’oti R;(a) P(a) appartient a A et par suite R,(a) appartient 
a 3(a) ‘. Ainsi, S(a). 3(a) ’ = A et 3(a) est inversible. 
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Dttmonstration de la proposition 6.3. Supposons que B soit de Prufer et 
que A ne soit pas un corps. Alors A est un anneau de Priifer. En effet, soit a 
un idkal de A non nul et de type fini, l’idttal 3 = aB de B est de type fini, 
done inversible et, d’aprks le lemme p&&dent, il existe a E A tel que 3(a) 
soit inversible; mais 3(a) = a. Ainsi, pour tout idkal premier p non nul de 
A, l’anneau A, est de valuation. 
En outre, tout sur-anneau de B est un anneau de Prufer. C’est le cas en 
particulier de I’anneau des polynames B valeurs entiires sur A,, d’aprks la 
proposition 6.2. Si A/p itait inlini ou si pA, n’ktait pas principal, l’anneau 
des polyn8mes i valeurs entikres sur A, ne serait autre que A,,[.%‘] d’apres 
la proposition 6.1. Or, A,[X] ne pourrait ttre de Priifer que si A, ttait un 
corps, ce qui n’est pas, puisque p est non nul. Done A/p est lini et pA, est 
principal, par suite p est maximal et A,, est un anneau de valuation 
disc&e. 
6.5. COROLLAIRE. Supposons l’anneau A noethhrien. Pour que B soit un 
anneuu de Priifir il faut et il wffit que A soit un c0rp.y ou un anneuu de 
D&kind ir corps rc!siduels ,fi:nis. 
DPrnonstration. Nous venons de voir la condition ntcessaire puisqu’un 
anneau quasi de Dedekind noetht$rien est de Dedekind. Rkciproquement, si 
A est un corps, alors B = A[X] = K[.X’] est bien sQr de Priifer puisque 
principal. Supposons done A de Dedekind d corps rksiduels finis. D’apris la 
proposition 6.2, on peut regarder les chases localement puisque A est 
noethkrien. On est rameni: au cas d’un anneau valuation disc&e a corps 
rksiduel fini et l’on sait dij& d’aprks la proposition 2.3, que dans ce cas 
I’anneau B est de Priifer. 
6.6. Remarque. Brizolis [3] demande si B est le plus petit anneau de 
Priifer contenu dans Q[X] de corps des fractions Q(X). La rkponse est 
non; en fait, il n’y a pas de plus petit anneau de Priifer contenu dans Q[X] 
et de corps des fractions Q(X). En effet, pour tout n E N - (O}, considkrons 
l’anneau B(n)= {PEQ[X] I P((l/n)Z)cZ}. On a les inclusions 
Z[nX] c B(n) c Q[X], done B(n) admet Q(X) pour corps des fractions. 
Par ailleurs, I’anneau B(n) est de Priifer; en effet, si l’on pose Y = X/n, on 
voit que B(n) = {PEQ[ Y] 1 P(Z)c Z}. En outre, on va voir que 
n 11s N :(,) B(n) = Z. 
Si P=a,+a,X+ ... +a,Xp appartient i B(n), alors Q=a,,+ 
(al/n) X+ ... + (a,,/n”) X” appartient g B et done, pour i= O,..., p, i! a,/n’ 
appartient g Z. Si P appartient $ I’intersection des B(n), alors i! a, appar- 
tient g n’Z pour tout n E N - { 0) et ceci n’est possible que si a, = 0 ou i = 0. 
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7. EXTENSION AU CAS 06 A EST DE DEDEKIND 
7.1. Notations (hypotheses et notations valables dans tout le 
paragraphe 7). L’anneau A est un anneau de Dedekind a corps rtsiduels 
finis. Pour tout ideal maximal m de A, notons u,,, la valuation de K 
correspondante. 
En vue d’ttendre le thtoreme 3.6, commencons par ttablir des 
propositions analogues aux propositions 3.3 et 3.5. 
7.2. PROPOSITION. Soit 3 un idPa de type fini de B tel que 3 n A = 
a + (0). Soit (mh,, t M une famille,finie d’idiaux maximaux de A. II existe un 
polyndme L appurtenant ci J tel que u,,,(L(a)) = ~,,,(?$a)) pour tout a E A et 
pour tout tn E M. 
DPmonstration. Quitte a au gmenter eventuellement la famille M dun 
nombre fini d’eltments, on peut supposer que les ideaux maximaux con- 
tenant l’idtal a appartiennent a M. Pour tout m E M, comme 3,, n A,,, con- 
tient a,, # (0), il existe, d’apres la proposition 3.3, une polynome L, appar- 
tenant a 3,, tel que u,,(L,,(a)) = u,(~,(u)) pour tout a E A. Considerons 
une famille de tels polynomes L,, = Ck Z,,+Xk. D’apres le theoreme des 
restes chinois, il existe un polynome L = Ck 1, Xk dans K[X] tel que, pour 
tout k et tout ideal maximal m de A, on ait: u,(l, - Im,k) > u,,(a) si m E M 
et u,(lk) B 0 sinon. 
En particulier, L - L,,, appartient a aA,,, [X] si m E M et L appartient a 
A,,, [X] sinon. Ainsi, si m E M, L - L,,, E aA,,, [X] c 3,,, et L,,, E 3,,, , done 
L E 3,,, et, si m 4 M, L E A,,,[X] c 3,,, = B,,, puisque 3,,, 3 a,,, = A,,,. Par 
suite, L appartient a l’intersection des 3,,, c’est a dire a 3. 
En outre, pour a E A et pour m EM, on a: L(a) = (L(a) - 
L,(a)) + L,,,(a), d’oh u,W(a)) = u,,,(L(a)) = u,,,(~,,(~)) = o,,(Ta)) puiwe 
u,,,(L(a) - L,,,(a)) > u,,,(a) 2 u,,,M~)) = ~,,(L,,,(Q)). 
7.3. PROPOSITION. Soit 3 un idial de type fini de B tel que 3 n A # (0). 
L’idtial 3 peut &re engendrk par deux Uments, l’un d’eux pouuant Ptre un 
t%!ment non nul quelconque de 3 n A. 
D&monstration. Soit i un element non nul de 3 n A. Soit M l’ensemble 
des ideaux maximaux de A contenant i. Soit L un polynbme associe a 3 
relativement a M selon la proposition prectdente. Montrons que l’ideal 
3 = (i, L) est en fait l’ideal 3 en montrant l’egalite des localises en tous les 
ideaux maximaux m de A. Si m n’appartient pas a M, alors i n’appartient 
pas a m et J, = 3, = B,,. Si m appartient a M, alors u(L(a))= v(3(a)) 
pour tout a E A, et aussi, par raison de continuite, C(L(x)) = 8(3(x)) pour 
tout x E a,,, oti Al,,, dtsigne le complete de A pour la topologie m-adique. 
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Comme a appartient a 3,,, n A,,, on voit d’apres la proposition 3.5 que 
3, = 3”,. 
7.4. COROLLAIRE. Quel que soit I’PlPment non nul a de A, I’anneau B/LIB 
est de Bezout, c’est d dire tout id&l de type fini est principal. 
1.5. TH~OR~E. Lorsque A est un anneau de Dedekind d corps rPsiduel.7 
finis, tout id&al de type fini de l’anneau B des polyn&mes Li valeurs entihes 
sur A peut Ptre engendrP par deux Gments. Lorsque A est en outre semi- 
local, l’un des deux gPnPrateurs peut t?tre un Gment non nul quelconque de 
l’idhl. 
Dhmonstration. Soit 3 un ideal non nul de type fini de B. Soit D un 
generateur de l’ideal 3K[X] de K[X] et soit dE A- {0} tel que 
3 = (d/D) S soit inclus dans B. L’ideal a = 3 n A de A est non nul car sinon 
zK[X] serait un ideal propre de K[X] contrairement au choix de D. 
D’apres la proposition 7.3, J peut etre engendre par deux elements, done 
S = (D/d) 3 aussi. 
Supposons maintenant A local. Soit P un element non nul de 3. Con- 
siderons le polynome S = (d/D) P de 3. Soit L un polynome associe a 3 
selon la propositon 7.2 relativement a la famille M de tous les idtaux 
maximaux de A. Alors, pour tout ideal maximal TTI de A et tout element .Y 
de A, on a u,,,(L(x)) = u,,,(~(x)). Soit a un element non nul de a et soit h un 
element non nul appartenant a l’intersectin b des ideaux maximaux m. 
Alors ah appartient a a, done a 3, et, pour tout ru et pour tout .YE A, 
tl,,,(ah) > ~,,,(a) > u,,,(a) 3 u,,,(~(,u)). Done le polynome L + ah verifie la 
meme propriete que le polynbme L. 
L’anneau A etant suppose infini, sinon il s’agirait d’un corps et il n’y 
aurait plus de probleme, l’ideal ab est aussi infini et il est possible de 
trouver a et h de facon que les polynomes L + ah et S soient etrangers dans 
K[X]. Supposons done que L et S sont ttrangers. Soient U et VE K[X] 
tels que UL + VS = 1, soit c E A - { 0) tel que CU et c V appartiennent a B, 
alors (cU) L + (cV) S = c et c appartient a 3. On a done les inclusions: 
(c, L) c (S, L) c 3, mais, d’apres la proposition 7.3, les deux termes 
extremes sont tgaux, d’oh 3 = (S, L) et par suite 3 = (P, (d/D) L). 
7.6. Remarque. La globalisation fait done apparaitre des diffkultts: si 
tout ideal de type fini est encore engendre par deux elements, on ne sait 
pouvoir prendre un generateur arbitrairement qu’avec l’hypothese sup- 
plementaire de semi-localite. Voici, deux autres difficultts concernant d’une 
part le groupe de Picard, d’autre part les fractions rationnelles li valeurs 
entieres. 
Dans le cas ou A est l’anneau des entiers d’un corps de nombres, les 
idtaux premiers non nuls de B ne sont jamais de type fini. Cela resulte de la 
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proposition 4.1 et de ce qu’alors, pour tout polynbme Q E K[X J, il existe 
un idkal maximal m de A et un klttment x de a,,, tels que Q(X) = 0. Ainsi, le 
groupe de Picard de B ne peut &tre engendrk par les classes des idttaux 
premiers non nuls de type hi puisqu’il n’y en a pas, alors que ce groupe 
n’est pas nul, l’anneau B n’ktant pas de Bezout. 
Enfin, la notion de fraction rationnelle $ valeurs entikres se localise mal. 
Par exemple, les fractions rationnelles g valeurs entifkes sur Z sont sim- 
plement les polynhmes g valeurs entikres [Lind [ 13]), alors que les frac- 
tions rationnelles i valeurs entikres sur Z12, ne sont pas nrkessairement des 
poiynbmes comme le montre l’exemple de la fraction X/(X” + 2). 
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